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Àííîòàöèÿ
Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ãëóáîêîãî ïëàñòè÷åñêîãî äåîðìèðîâàíèÿ ïîëèêðèñòàëëè÷å-
ñêèõ ìàòåðèàëîâ, ñîïðîâîæäàþùèõñÿ ýâîëþöèåé ñòðóêòóðû, ïðåäëàãàåòñÿ äâóõóðîâíåâàÿ
(ìàêðî- è ìåçîóðîâíè) ìîäåëü ñ ïðèìåíåíèåì êîíñòèòóòèâíûõ ñîîòíîøåíèé, îñíîâàííûõ
íà ââåäåíèè âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ. Â ìîäåëè ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîãî àãðåãàòà (ìåçî-
óðîâíÿ) ó÷èòûâàþòñÿ âíóòðèçåðåííîå äèñëîêàöèîííîå ñêîëüæåíèå ñ ó÷åòîì ðàçëè÷íûõ
ìåõàíèçìîâ óïðî÷íåíèÿ è ïîâîðîòû êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè çåðåí çà ñ÷åò íåñîâìåñò-
íîñòè äâèæåíèÿ äèñëîêàöèé â ñîñåäíèõ çåðíàõ. Ïðèâîäÿòñÿ è îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû
ðåøåíèÿ çàäà÷ ýêñòðóçèè öèëèíäðè÷åñêîé çàãîòîâêè èç ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîé ìåäè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àíèçîòðîïèÿ ñâîéñòâ, âíóòðåííèå ïåðåìåííûå, êîíñòèòóòèâíûå
ñîîòíîøåíèÿ, èçè÷åñêèå òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè, òåêñòóðà, óïðî÷íåíèå, äâóõóðîâíåâàÿ ìî-
äåëü.
1. Ìîäåëè ìàòåðèàëîâ ñ âíóòðåííèìè ïåðåìåííûìè
Ñâîéñòâà ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿ-
þòñÿ ñîñòîÿíèåì âíóòðåííåé ñòðóêòóðû; â ÷àñòíîñòè, íåðàâíîìåðíàÿ óíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèé ðåøåòîê çåðåí â ïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå (òåêñòóðà)
ïîðîæäàåò àíèçîòðîïèþ óïðóãèõ è ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà, îïðåäåëÿÿ
ýêñïëóàòàöèîííûå ñâîéñòâà èçäåëèÿ. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíîé èç àêòó-
àëüíûõ ïðîáëåì ìåõàíèêè äåîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå
ýâîëþöèè ñòðóêòóðû ïîëèêðèñòàëëîâ ïðè äåîðìèðîâàíèè, â ïåðâóþ î÷åðåäü 
â ïðîöåññàõ îáðàáîòêè ìåòàëëîâ äàâëåíèåì.
Èìåþòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâå âîçìîæíîñòè ó÷åòà ýâîëþöèè ìåçî- è ìèêðî-
ñòðóêòóðû: íåÿâíûì èëè ÿâíûì ñïîñîáîì [1℄. Â ïåðâîì ñëó÷àå â ñòðóêòóðó îïðå-
äåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (ÎÑ) ââîäÿòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûå îïåðàòîðû íàä èñòî-
ðèåé ìàêðîíàãðóæåíèÿ (ìàêðîäåîðìàöèè) áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïàðàìåòðîâ, îïèñûâàþùèõ ýâîëþöèþ ñîáñòâåííî ìåçî- è ìèêðîñòðóêòóðû. Êàê
ïðàâèëî, ïðè ýòîì òðóäíî âûÿâèòü è îáîñíîâàòü èçè÷åñêèé ñìûñë è ìåõàíèç-
ìû äåîðìèðîâàíèÿ, îïèñûâàåìûå ðàçëè÷íûìè îïåðàòîðàìè ìîäåëè ìàòåðèàëà.
Â ïîñëåäíèå ãîäû ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé äåîðìèðîâàíèÿ ïîëèêðèñòàëëîâ, îïè-
ñûâàþùèõ ýâîëþöèþ ìåçî- è ìèêðîñòðóêòóðû, âñå áîëüøåå ïðèçíàíèå íàõîäèò
ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ÿâíîì ââåäåíèè â ñòðóêòóðó îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøå-
íèé ïàðàìåòðîâ, îòðàæàþùèõ ñîñòîÿíèå è ýâîëþöèþ ìåçî- è ìèêðîñòðóêòóðû,
è îðìóëèðîâêå ýâîëþöèîííûõ (êèíåòè÷åñêèõ) óðàâíåíèé äëÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ,
íàçûâàåìûõ âíóòðåííèìè ïåðåìåííûìè è ÿâëÿþùèõñÿ íîñèòåëÿìè èíîðìàöèè
îá èñòîðèè âîçäåéñòâèé [13℄. ×àñòü âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ íåïîñðåäñòâåííî âõî-
äèò â ñòðóêòóðó îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äàííîãî ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ, òàêèå
ïåðåìåííûå ìîæíî íàçâàòü ¾ÿâíûìè¿ (expliit) âíóòðåííèìè ïåðåìåííûìè, âòî-
ðàÿ ãðóïïà âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ  ¾ñêðûòûå (íåÿâíûå)¿ (impliit) ïåðåìåííûå,
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â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îòíîñÿùèåñÿ ê áîëåå ãëóáîêèì ìàñøòàáíûì óðîâíÿì, èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé.
Â êîíòåêñòå äàííîãî ïîäõîäà â íàñòîÿùåå âðåìÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîå äåîðìè-
ðîâàíèå ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ïîëèêðèñòàëëà îïèñûâàþò ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïðÿìûõ ( [4, 5℄ è äð.) èëè ñòàòèñòè÷åñêèõ ( [6, 7℄ è äð.) ìîäåëåé.
Ïðÿìûå ìîäåëè, ïðåäïîëàãàþùèå ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ íà óðîâíå çåðåí (ìå-
çîóðîâíå) ñ èñïîëüçîâàíèåì, êàê ïðàâèëî, ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïîçâîëÿþò
áîëåå òî÷íî íàõîäèòü ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé è äåîðìàöèé â îáëàñòè, ó÷èòû-
âàòü áëèæíåå è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå çåðåí. Îäíàêî ïðèìåíåíèå äàííîãî ïîäõîäà
ââèäó áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò è ñëîæíîñòè ãåíåðàöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè,
ñîîòâåòñòâóþùåé ðåàëüíûì îáúåêòàì, îáû÷íî îãðàíè÷åíî ìîäåëüíûì äâóìåðíûì
ñëó÷àåì.
Ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè â âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå áîëåå ýåêòèâíû è àêòèâíî
ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåîðìèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ
ìàòåðèàëîâ. Â ðàìêàõ ýòèõ ìîäåëåé ïîëèêðèñòàëë ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñîâîêóï-
íîñòü ðàçëè÷íî îðèåíòèðîâàííûõ çåðåí-ìîíîêðèñòàëëîâ, âîçäåéñòâèå íà êàæäîå
çåðíî ðåàëèçóåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèïîòåçû Ôîéãòà (äëÿ áîëüøèíñòâà ìîäå-
ëåé) èëè åéññà, îòêëèê ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà îïðåäåëÿåòñÿ òåì èëè èíûì
îñðåäíåíèåì îòêëèêîâ îòäåëüíûõ çåðåí. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñó-
ùåñòâóþùèõ ðàáîò äàííîãî íàïðàâëåíèÿ íåò ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ ñîñåäíèõ çåðåí
(êðîìå îïîñðåäîâàííîãî - çà ñ÷åò ãèïîòåçû Ôîéãòà èëè åéññà).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ äâóõóðîâíåâàÿ ìîäåëü íåóïðóãîãî äåîðìè-
ðîâàíèÿ ïîëèêðèñòàëëîâ, îïèñûâàþùàÿ ýâîëþöèþ ñòðóêòóðû (òåêñòóðèðîâàíèå),
ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì âçàèìîäåéñòâèå ñîñåäíèõ çåðåí çà ñ÷åò íåñîâìåñòíîñòè ñêîëü-
æåíèÿ äèñëîêàöèé â íèõ è èçè÷åñêèå ìåõàíèçìû âíóòðèçåðåííîãî óïðî÷íåíèÿ.
2. Ñòðóêòóðà äâóõóðîâíåâîé ìîäåëè
íåóïðóãîãî äåîðìèðîâàíèÿ ïîëèêðèñòàëëà
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìíîãîóðîâíåâîãî ïîäõîäà èññëåäóåìàÿ îáëàñòü íà ìàêðî-
óðîâíå (ìàêðîòåëî) çàìåíÿåòñÿ êóñî÷íî-îäíîðîäíûìè ýëåìåíòàìè, îáúåì êàæäîãî
èç êîòîðûõ íå äîëæåí áûòü ìåíüøå ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ìàêðîóðîâíÿ [8℄.
Êàæäîé òàêîé ïîäîáëàñòè â ëþáîé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîò-
âåòñòâèå àíàëîãè÷íóþ ïî îðìå è ðàçìåðàì îáëàñòü, çàïîëíåííóþ îäíîðîäíûì
ìàòåðèàëîì (òî åñòü íå èìåþùèì âíóòðåííåé ñòðóêòóðû) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ýåêòèâíûìè ñâîéñòâàìè è îäíîðîäíûì íàïðÿæåííî-äåîðìèðîâàííûì ñîñòî-
ÿíèåì. Ïîäîáíóþ ïîäîáëàñòü äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ìàêðîòî÷êîé. Òàê
êàê ÷èñëî ìàêðîòî÷åê â ðàññìàòðèâàåìîì îáúåìå êîíå÷íî, òî îòëè÷èòü îäíó ìàê-
ðîòî÷êó îò äðóãîé ìîæíî ïî åå íîìåðó X èëè ïî åå ëàãðàíæåâûì êîîðäèíàòàì
(ðèñ. 1).
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ìåçîóðîâíÿ çåðíàì ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå
ìåçîòî÷êè, çàïîëíåííûå ìîäåëüíûì îäíîðîäíûì ìàòåðèàëîì ìåçîóðîâíÿ. Â êà÷å-
ñòâå ìàòåðèàëà ìåçîòî÷êè ìîæíî ïðèíÿòü èäåàëüíûé êðèñòàëë (íàïðèìåð, ñ êó-
áè÷åñêîé ãðàíåöåíòðèðîâàííîé (ÖÊ) ðåøåòêîé), îáëàäàþùèé ñîîòâåòñòâóþùèìè
àíèçîòðîïíûìè óïðóãèìè ñâîéñòâàìè è íàáîðîì ñèñòåì ñêîëüæåíèÿ. Ïàðàìåòðàìè
ïðîöåññà íà ìàêðîóðîâíå ÿâëÿþòñÿ ïðåäïèñàííûå óñëîâèÿ íàãðóæåíèÿ (êðàåâûå
óñëîâèÿ), êîòîðûå è îïðåäåëÿþò ýâîëþöèþ ìàêðîíàïðÿæåíèé Σ(t,X) è ìàêðîäå-
îðìàöèé E(t,X) è èõ ñêîðîñòåé. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìàêðîóðîâíÿ ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé (àíèçîòðîïíûé) çàêîí óêà â ñêîðîñòíîé ðåëàêñàöèîííîé îðìå
Σr = C : (D−Dp), (1)
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èñ. 1. Ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ ìàêðî- è ìåçîóðîâíåé
ãäå C  òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè, D , D
p
 òåíçîð äåîðìàöèè ñêîðîñòè è åãî
ïëàñòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, èíäåêñ  r  îçíà÷àåò êîðîòàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ.
Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îòñóòñòâóåò îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå âîïðîñà î âûäåëåíèè
êâàçèòâåðäîãî äâèæåíèÿ ìàêðîòî÷êè è ñâÿçàííîãî ñ íèì âîïðîñà âûáîðà èíäèå-
ðåíòíîé ïðîèçâîäíîé; íåêîòîðûå âîçìîæíûå âàðèàíòû òàêîãî âûáîðà ðàññìîòðåíû
â [9℄.
Ïëàñòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ äåîðìàöèè ñêîðîñòè D
p
è àíèçîòðîïíûå óïðó-
ãèå ñâîéñòâà C â êàæäûé ìîìåíò äåîðìèðîâàíèÿ çàâèñÿò îò ìèêðîñòðóêòóðû
(à ÷åðåç íåå  îò èñòîðèè íàãðóæåíèÿ), ÿâëÿÿñü ÿâíûìè âíóòðåííèìè ïåðåìåííû-
ìè ìîäåëè ìàêðîóðîâíÿ [1℄. Ïðè îäíîóðîâíåâîì ïîäõîäå äëÿ äàííûõ ïàðàìåòðîâ
íåîáõîäèìî ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå ãèïîòåçû è åíîìåíîëîãè÷åñêèå ýâîëþöèîí-
íûå óðàâíåíèÿ. Ïðîâåñòè íàäåæíîå îáîñíîâàíèå ýòèõ ãèïîòåç è óðàâíåíèé âåñüìà
ñëîæíî. Ïðè äâóõóðîâíåâîì ïîäõîäå êàæäîé ìàêðîòî÷êå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
ñòðóêòóðíàÿ ìîäåëü, ñîñòîÿùàÿ èç ìåçîòî÷åê (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå - ìîäåëü
ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîãî àãðåãàòà), è ââîäÿòñÿ ïðàâèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìàêðî- è ìå-
çîóðîâíåé. Ïàðàìåòðû ìåçîòî÷åê (îðèåíòàöèé êðèñòàëëîãðàè÷åñêîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò (ÊÑÊ), ñîïðîòèâëåíèå ñäâèãó ïî ñèñòåìàì ñêîëüæåíèÿ (ÑÑ), ñêîðîñòè è
íàêîïëåííûå ñäâèãè ïî ÑÑ) âûñòóïàþò â êà÷åñòâå íåÿâíûõ âíóòðåííèõ ïåðåìåí-
íûõ [1℄ ìàêðîóðîâíÿ.
Â ñèëó ñëó÷àéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíûõ îðèåíòàöèé ÊÑÊ ìåçîòî÷åê íàáîð
çíà÷åíèé íåÿâíûõ âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ, èãóðèðóþùèõ â ìîäåëè ïîëèêðèñòàë-
ëè÷åñêîãî àãðåãàòà, ìîæíî ñ÷èòàòü âûáîðêîé ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Òîãäà ïðàâèëà
âçàèìîäåéñòâèÿ ìàêðî- è ìåçîóðîâíåé ñâîäÿòñÿ ê îöåíêå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæè-
äàíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðàìåòðà ïî èìåþùåéñÿ âûáîðêå. Íàïðèìåð, ñêîðîñòü
ïëàñòè÷åñêèõ äåîðìàöèé D
p(t,X) ìàêðîòî÷êè X âû÷èñëÿåòñÿ (îðèåíòàöèîí-
íûì) îñðåäíåíèåì âûáîðêè ñêîðîñòåé ïëàñòè÷åñêèõ äåîðìàöèé d
p
äëÿ ìîìåíòà
âðåìåíè t ïî âñåì ìåçîòî÷êàì äàííîé ìàêðîòî÷êè. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ îäè-
íàêîâîñòü õîäà âðåìåíè íà ìàêðî- è ìåçîóðîâíÿõ.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà óïðóãèõ ñâîéñòâ C ìàêðîòî÷êè ìîæíî èñïîëüçîâàòü
âûáîðêó Φ(t,X) îðèåíòàöèé ÊÑÊ ìåçîòî÷åê ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîãî àãðåãàòà. Ïðå-
îáðàçóÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà óïðóãèõ ñâîéñòâ ìåçîòî÷åê èç ÊÑÊ â ëàáîðàòîðíóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò (ËÑÊ), ïîëó÷àåì âûáîðêó óïðóãèõ ñâîéñòâ â ËÑÊ. Çàòåì ïî îä-
íîé èç ìîäåëåé (Ôîéãòà, åéñà èëè Õàøèíà Øòðèêìàíà) íàõîäÿòñÿ ýåêòèâ-
íûå óïðóãèå ñâîéñòâà ìàêðîòî÷êè â ËÑÊ, êîòîðûå áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîâîðîòàìè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ìàêðîçàäà÷å. Ïî âûáîðêå
Φ(t,X) îðèåíòàöèé ÊÑÊ ìåçîòî÷åê ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîãî àãðåãàòà ìîæíî ïîñòðî-
èòü óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèé (ÔÎ), ÿâëÿþùåéñÿ óíêöèåé ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
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3. Ìîäåëü íåóïðóãîãî äåîðìèðîâàíèÿ çåðíà
3.1. Ìîäåëü âíóòðèçåðåííîãî ïëàñòè÷åñêîãî äåîðìèðîâàíèÿ çà
ñ÷åò ñêîëüæåíèÿ êðàåâûõ äèñëîêàöèé. Îñíîâíûì ìåõàíèçìîì ïëàñòè÷åñêîãî
äåîðìèðîâàíèÿ ìåòàëëîâ ÿâëÿåòñÿ âíóòðèçåðåííîå ñêîëüæåíèå êðàåâûõ äèñëîêà-
öèé. Ïðè ýòîì ïëîñêîñòè çàëåãàíèÿ è îðèåíòàöèÿ âåêòîðîâ Áþðãåðñà, âäîëü êîòî-
ðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííîå äâèæåíèå (ñêîëüæåíèå) êðàåâûõ äèñëîêàöèé,
èçâåñòíû, èìè ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïëîòíî óïàêîâàííûå ïëîñêîñòè è íàïðàâëåíèÿ.
Â ÖÊ-ìåòàëëàõ ñêîëüæåíèå êðàåâûõ äèñëîêàöèé îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïëîñêîñòÿõ
ñèñòåìû [111] ïî íàïðàâëåíèÿì 〈110〉 ; ÷èñëî òàêèõ âîçìîæíûõ ñèñòåì ñêîëüæåíèÿ
ðàâíî 12. Äëÿ îïèñàíèÿ êàæäîé ñèñòåìû ñêîëüæåíèÿ ââîäèòñÿ îðèåíòàöèîííûé
òåíçîð M
s = (bsns + nsbs)/2, s = 1, . . . , 12 , ãäå ns, bs  åäèíè÷íûå âåêòîðû íîð-
ìàëè è íàïðàâëåíèÿ ñêîëüæåíèÿ (âäîëü íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà Áþðãåðñà) äëÿ s-é
ñèñòåìû ñêîëüæåíèÿ.
Â ñòàòèñòè÷åñêèõ èçè÷åñêèõ òåîðèÿõ ïëàñòè÷íîñòè íå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâè-
æåíèå îòäåëüíûõ äèñëîêàöèé, èõ ðàñïðåäåëåíèå ïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíûì ïî çåðíó
(ìîíîêðèñòàëëó), ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåíèÿ íåóïðóãîé ñîñòàâëÿþùåé









ãäå γ˙(k)  ñêîðîñòü ñäâèãà ïî k -é ñèñòåìå ñêîëüæåíèÿ.
Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ àêòèâíîñòè ñäâèãà (ñêîëüæåíèÿ äèñëîêàöèé) ïî ñèñòåìå
ñêîëüæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ çàêîí Øìèäà
τs ≡ Ms : σ = τcs , (3)
ãäå τs  äåéñòâóþùåå â ñèñòåìå ñêîëüæåíèÿ s êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå, σ  îä-
íîðîäíûé ïî ðàññìàòðèâàåìîìó çåðíó òåíçîð íàïðÿæåíèé Êîøè, τcs  êðèòè÷å-
ñêîå íàïðÿæåíèå ñäâèãà â òîé æå ñèñòåìå ñêîëüæåíèÿ, çàâèñÿùåå, âîîáùå ãîâîðÿ,
îò ìíîãèõ àêòîðîâ è ïåðåìåííûõ; áîëåå ïîäðîáíî î çàêîíàõ óïðî÷åíèÿ ñì. ï. 3.2.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â êà÷åñòâå áàçîâîé ìîäåëè çåðíà (ìîíîêðèñòàëëà) ïðåä-
ëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü èçè÷åñêóþ òåîðèþ Ëèíÿ [10℄. Â ýòîé ìîäåëè ýëåìåíòîì
ñòàòèñòè÷åñêîé âûáîðêè, êàê è â íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ äëÿ îïèñàíèÿ óïðóãîïëà-
ñòè÷åñêîãî äåîðìèðîâàíèÿ ìîäåëÿõ Òåéëîðà Áèøîïà Õèëëà [7, 11℄, ÿâëÿåòñÿ
çåðíî, íî, â îòëè÷èå îò ïîñëåäíèõ, ó÷èòûâàþòñÿ óïðóãèå äåîðìàöèè è àíèçîòðî-
ïèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà çåðíà (îòìåòèì, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî ìîäåëü áûëà
ïðåäëîæåíà äëÿ óïðóãî-èçîòðîïíûõ çåðåí). Íà ìåçîóðîâíå (óðîâíå çåðíà) â êà÷å-
ñòâå îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ âûñòóïàåò çàêîí óêà â ñêîðîñòíîé îðìå, ïðè
ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ àíèçîòðîïèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè:
σr = c : de = c : (d− dp), σr = σ˙ − Ω · σ + σ · Ω, (4)
ãäå c  òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà óïðóãèõ ñâîéñòâ, åãî êîìïîíåíòû â êðèñòàëëî-
ãðàè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èçâåñòíû, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò c â äðóãèõ
ñèñòåìàõ êîîðäèíàò èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, d, de, dp  òåí-
çîð äåîðìàöèè ñêîðîñòè, åãî óïðóãàÿ è ïëàñòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùèå.
Â ñîîòíîøåíèè (4) ó÷èòûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü (ïåðâîíà÷àëüíî
ìîäåëü Ëèíÿ áûëà ñîðìóëèðîâàíà äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ äåîðìàöèé): êâàçèòâåð-
äîå äâèæåíèå [9℄ ñâÿçûâàåòñÿ ñ ðåøåòêîé  â êîðîòàöèîííîé ïðîèçâîäíîé òåíçî-
ðà íàïðÿæåíèé Êîøè σ èãóðèðóåò òåíçîð ñïèíà Ω , õàðàêòåðèçóþùèé ñêîðîñòü
âðàùåíèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè (ìîäåëè ïîâîðîòà ðåøåòêè ðàññìàòðèâàþòñÿ
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íèæå). Òàêèì îáðàçîì, íàïðÿæåíèÿ õàðàêòåðèçóþò èìåííî óïðóãèå ñâÿçè â çåðíå,
ñâÿçàííûå ñ èçìåíåíèåì ðàññòîÿíèé ìåæäó ñîñåäíèìè àòîìàìè.
Îñíîâíàÿ èäåÿ ìîäåëè Ëèíÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òî÷íîì îáåñïå÷åíèè äâèæåíèÿ èçîá-
ðàæàþùåé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé âíóòðè èëè ïî ïîâåðõíîñòè ìíîãî-
ãðàííèêà òåêó÷åñòè ñ òî÷íûì îïðåäåëåíèåì àêòèâíûõ â òåêóùèé ìîìåíò ñèñòåì
ñêîëüæåíèÿ.
Äëÿ èçâåñòíîãî (îïðåäåëåííîãî àëãîðèòìè÷åñêè) íàáîðà àêòèâíûõ ñèñòåì
ñêîëüæåíèÿ â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè ïðè íàëè÷èè ïîâîðîòîâ ñèñòåìà óðàâíå-
íèé â ñêîðîñòÿõ èìååò âèä
d
dt




γ˙ p, i = 1, . . . ,K, s = 1, . . . ,Ka,








ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ Ω,
(5)
ãäå fs(γ
(i), γ˙(i))  óíêöèÿ óïðî÷íåíèÿ (êðèòè÷åñêîå íàïðÿæåíèå ñäâèãà ïî ñèñòå-
ìàì ñêîëüæåíèÿ), Ka  ÷èñëî àêòèâíûõ ÑÑ, K  îáùåå ÷èñëî ÑÑ.
Óðàâíåíèÿ (5)1  òðåáîâàíèå ðàâåíñòâà ñêîðîñòè êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ
íà àêòèâíîé ñèñòåìå ñêîëüæåíèÿ ñêîðîñòè êðèòè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ äëÿ ýòîé ñè-
ñòåìû ñêîëüæåíèÿ, (5)2  çàêîí óêà â ñêîðîñòíîé ðåëàêñàöèîííîé îðìå ñ ó÷åòîì
ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè (1) , (5)3  êèíåìàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå (2), (5)4 
ãèïîòåçà Ôîéãòà (â ìîäåëè Ëèíÿ èñïîëüçóåòñÿ ãèïîòåçà Ôîéãòà, òåíçîð äåîðìà-
öèè ñêîðîñòè ìàêðîóðîâíÿ D îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è), (5)5 
ñîîòíîøåíèÿ òîé èëè èíîé ìîäåëè ïîâîðîòà. ßâíûìè âíóòðåííèìè ïåðåìåííûìè
ìåçîóðîâíÿ ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåîðìàöèé è ñïèí ðåøåòêè. Ñêîðî-
ñòè ïëàñòè÷åñêèõ ñäâèãîâ è êðèòè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ ñäâèãà äëÿ ñèñòåì ñêîëüæå-
íèÿ ìîæíî îòíåñòè ê íåÿâíûì âíóòðåííèì ïåðåìåííûì ìåçîóðîâíÿ.
3.2. Çàêîíû óïðî÷íåíèÿ. Çåðíîãðàíè÷íîå óïðî÷íåíèå. Åñëè ãîâîðèòü
îá îïèñàíèè ýâîëþöèè ìèêðî- è ìåçîñòðóêòóðû ìàòåðèàëà â ïðîöåññàõ ãëóáîêîé
ïëàñòè÷åñêîé äåîðìàöèè, òî åñòåñòâåííûì îáðàçîì âñòàåò âîïðîñ îá îïèñàíèè
óïðî÷íåíèÿ, òî åñòü î çàêîíàõ èçìåíåíèÿ êðèòè÷åñêèõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà
êàæäîé èç ñèñòåì ñêîëüæåíèÿ êàæäîãî èç çåðåí ïîëèêðèñòàëëà â ïðîöåññå íåóïðó-
ãîãî äåîðìèðîâàíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî èìåííî â ýòèõ ñïåöèè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèÿõ
äîëæíû áûòü çàëîæåíû ìåõàíèçìû ýâîëþöèè äååêòíîé ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà
(â ïåðâóþ î÷åðåäü äèñëîêàöèîííîé ñòðóêòóðû), îïðåäåëÿþùèå åãî ïîâåäåíèå ïðè
ïëàñòè÷åñêîé äåîðìàöèè.
Âîîáùå ãîâîðÿ, èçè÷åñêèå ïðè÷èíû, ïðèâîäÿùèå ê óïðî÷íåíèþ, âåñüìà ðàçíî-
îáðàçíû: â ïåðâóþ î÷åðåäü óïðî÷íåíèå ñâÿçûâàþò ñ âçàèìîäåéñòâèåì äèñëîêàöèé
äðóã ñ äðóãîì, ñî ñêîïëåíèÿìè äèñëîêàöèé è äðóãèìè äèñëîêàöèîííûìè ñóáñòðóê-
òóðàìè [12℄. Âàæíûì àñïåêòîì óïðî÷íåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ïîëíûõ è
ðàñùåïëåííûõ äèñëîêàöèé, à òàêæå ïîñëåäíèõ ìåæäó ñîáîé, ïðèâîäÿùåå ê îá-
ðàçîâàíèþ òàê íàçûâàåìûõ ñèäÿ÷èõ äèñëîêàöèé (èëè, èíà÷å, áàðüåðîâ Ëîìå-
ðà Êîòòðåëëà), ïîëíîñòüþ ïåðåêðûâàþùèõ ïëîñêîñòè çàëåãàíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ
äðóãèõ äèñëîêàöèé. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà óïðî÷íåíèå îêàçûâàåò
íàëè÷èå ãðàíèö çåðåí â ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîì àãðåãàòå, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûìè èññëåäîâàíèÿìè [13℄. ðàíèöû çåðåí èãðàþò ïî êðàéíåé ìåðå
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äâîÿêóþ ðîëü. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïåöèè÷åñêèå îáëàñòè äååêòíîé ñòðóê-
òóðû ñ õàðàêòåðíîé òîëùèíîé îò ñîòûõ äî äåñÿòûõ äîëåé ìêì (â çàâèñèìîñòè îò
òèïà ãðàíèöû) è ïëîòíîñòüþ äèñëîêàöèé â 1.21.5 ðàç âûøå, ÷åì â çåðíàõ. Â ñâÿçè ñ
ýòèì ãðàíèöû çåðåí ìîãóò âûñòóïàòü êàê ñïåöèè÷åñêèé ìåõàíèçì íåóïðóãîãî äå-
îðìèðîâàíèÿ (òàê íàçûâàåìîãî çåðíîãðàíè÷íîãî ñêîëüæåíèÿ), òàê è êàê ãåíåðà-
òîðû äèñëîêàöèé, è êàê ¾óñòðîéñòâà¿, ðåàëèçóþùèå àêêîìîäàöèîííûå ìåõàíèçìû.
Â ðàìêàõ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ áóäåì ðàçäåëÿòü óïðî÷íåíèå íà ¾íåîðèåí-
òèðîâàííîå¿ è ¾îðèåíòèðîâàííîå¿. Ïåðâîå îïèñûâàåò óïðî÷íåíèå íåçàâèñèìî îò
íàïðàâëåíèÿ äåîðìèðîâàíèÿ (îáðàçîâàíèå ïåðåñå÷åíèé äèñëîêàöèé, æãóòîâ, êîñ,
áàðüåðîâ Ëîìåðà Êîòòðåëëà); òàêîå óïðî÷íåíèå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êðèòè÷å-
ñêîãî íàïðÿæåíèÿ ñäâèãà ñðàçó íà ìíîãèõ ñèñòåìàõ ñêîëüæåíèÿ (èëè äàæå ñðàçó
íà âñåõ). Âòîðîå ñâÿçàíî ñ íàêîïëåíèåì óïðóãîé ýíåðãèè íà ¾ïîäæàòûõ äèñëî-
êàöèÿõ¿ (íà ðàçëè÷íûõ áàðüåðàõ), ýòà ýíåðãèÿ ìîæåò (ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî)
âûñâîáîæäàòüñÿ ïðè ñìåíå íàïðàâëåíèÿ äåîðìèðîâàíèÿ. Çàïàñàåìóþ íà ìèêðîäå-
åêòàõ ýíåðãèþ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà òèïà: íåâûñâîáîæäàåìàÿ
íà ìèêðî- è ìåçîäåîðìàöèÿõ (â äàëüíåéøåì èìåííî ýòà ýíåðãèÿ äîëæíà âåñòè ê
îáðàçîâàíèþìèêðîòðåùèí) è âûñâîáîæäàåìàÿ. Íà äàííîì ýòàïå â çàêîíû óïðî÷íå-
íèÿ âõîäèò âòîðàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ; äîëÿ ¾âûñâîáîæäàåìîñòè¿ çàâèñèò îò ñëîæíîñòè
íàãðóæåíèÿ; íàïðèìåð, åñëè èìååòñÿ ïëîñêîå ñêîïëåíèå äèñëîêàöèé, ïîäæàòûõ ê
áàðüåðó, òî íàêîïëåííàÿ óïðóãàÿ ýíåðãèÿ ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ áóäåò îñâîáî-
æäàòüñÿ ïðè ðåâåðñèâíîì íàãðóæåíèè; åñëè æå ýòî íàêîïëåíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü
íà îíå ìíîæåñòâåííîãî ñêîëüæåíèÿ ñ îáðàçîâàíèåì æãóòîâ, êîñ, òî çíà÷èòåëüíàÿ
÷àñòü ýíåðãèè îñòàåòñÿ â ìàòåðèàëå è ïðè ðåâåðñèâíîì íàãðóæåíèè.
Â ðàáîòå [1℄ äàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìåòîäèêè îïðåäåëåíèÿ âíóò-
ðåííèõ ïåðåìåííûõ ïðè óñòàíîâëåíèè îáùåãî âèäà äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ
â çàêîí óïðî÷íåíèÿ, îïèñûâàþùèõ äîïîëíèòåëüíîå óïðî÷íåíèå, âîçíèêàþùèå ïðè
ðåàêöèÿõ íà ðàñùåïëåííûõ äèñëîêàöèÿõ, à òàêæå ðàçóïðî÷íåíèå â ðåçóëüòàòå àí-
íèãèëÿöèè äèñëîêàöèé ïðè ðåâåðñèâíîì íàãðóæåíèè. Çäåñü îñòàíîâèìñÿ íà åùå
îäíîì èíòåðåñíîì ýåêòå  çåðíîãðàíè÷íîì óïðî÷íåíèè.
Èòàê, îáùèé âèä çàêîíà óïðî÷íåíèÿ äëÿ êàæäîé èç ñèñòåì ñêîëüæåíèÿ â ñêî-




















îïðåäåëÿåò ¾êëàññè÷åñêîå¿ ñîîòíîøåíèå äëÿ óïðî÷íåíèÿ,





2 , . . . , δ
(i)
m  íàáîðû âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñîîòâåòñòâó-
þùèå ìåõàíèçìû.


















s = 1, 2, . . . , 24, ψ > 1, γ(i) ≥ 0, τcs (0) = τcs 0,
ãäå τcs 0  íà÷àëüíûé ïðåäåë òåêó÷åñòè â s-é ñèñòåìå ñêîëüæåíèÿ, E  ìîäóëü
Þíãà, ai
s
 òàê íàçûâàåìûå ìîäóëè óïðî÷íåíèÿ, ðàçäåëÿåìûå íà êîýèöèåíòû
äåîðìàöèîííîãî a
(i)
i è ëàòåíòíîãî óïðî÷íåíèÿ a
(k)
i , k 6= i .
Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó â ëèòåðàòóðå íåò åäèíîé òî÷êè
çðåíèÿ îòíîñèòåëüíî ìåõàíèçìà âçàèìîäåéñòâèÿ äèñëîêàöèé ñ ãðàíèöåé. Îòêðû-
òûì òàêæå îñòàåòñÿ âîïðîñ, ïðîíèêàåò ëè äèñëîêàöèÿ ÷åðåç ãðàíèöó çåðíà. Çäåñü
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ïðèíèìàåòñÿ ìîäåëü ïëàñòè÷åñêîãî äåîðìèðîâàíèÿ ïîëèêðèñòàëëà, ñîãëàñíî êî-
òîðîé äèñëîêàöèÿ, ïðèáëèæàÿñü ê ãðàíèöå, ïîãëîùàåòñÿ åþ, òîãäà êàê ñàìà ãðàíè-
öà ïîðîæäàåò äèñëîêàöèè, îáåñïå÷èâàþùèå ïëàñòè÷åñêèé ñäâèã â ñîñåäíåì çåðíå
(â íàïðàâëåíèè äåîðìèðîâàíèÿ) [14℄. Ñîâîêóïíîñòü àêòîâ ïîãëîùåíèÿ äèñëîêà-
öèè ãðàíèöåé è èñïóñêàíèÿ ãðàíèöåé äèñëîêàöèè â ñîñåäíåå çåðíî áóäåì óñëîâíî
òðàêòîâàòü êàê ïðîõîæäåíèå äèñëîêàöèè ÷åðåç ãðàíèöó, ñîïðîâîæäàþùååñÿ ñìåíîé
íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà Áþðãåðñà äèñëîêàöèè è ïîÿâëåíèåì â ãðàíèöå äèñëîêàöèè
îðèåíòàöèîííîãî íåñîîòâåòñòâèÿ (ÄÎÍ).
¾Äîïîëíèòåëüíîå¿ çåðíîãðàíè÷íîå óïðî÷íåíèå äîëæíî çàâèñåòü îò ñêîðîñòè
ñäâèãà γs ïî äàííîé ñèñòåìå ñêîëüæåíèÿ (îò èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ äèñëî-
êàöèé â îêðåñòíîñòü ãðàíèöû è äèñëîêàöèîííûõ ðåàêöèé â ãðàíèöå). Óêàçàííîå
ñëàãàåìîå äîëæíî çàâèñåòü îò íàêîïëåííîãî ñäâèãà ïî äàííîé ñèñòåìå ñêîëüæåíèÿ
(ïëîòíîñòè ÄÎÍ â ãðàíèöå [15℄). Äèñëîêàöèè äàííîãî çåðíà ìîãóò ðåàãèðîâàòü ñ
ðàçëè÷íûìè ó÷àñòêàìè ãðàíèöû, îáðàçóåìûìè ðàçëè÷íûìè ïàðàìè çåðåí; ïðè ïî-
ñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ âàæíî ó÷èòûâàòü äîëþ èç îáùåãî ÷èñëà
ðåàãèðóþùèõ äèñëîêàöèé, ïðèõîäÿùóþñÿ íà êîíêðåòíóþ ïàðó çåðåí, ïîýòîìó ââå-
äåì âñïîìîãàòåëüíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ îòíîøåíèþ ïëîùàäè ãðàíèöû çåðíà, êîòî-
ðóþ ïåðåñåêàþò ïëîñêîñòè äàííîé ñèñòåìû ñêîëüæåíèÿ, ê îáùåé ïëîùàäè ãðàíèöû
ðàññìàòðèâàåìîãî çåðíà.
Íåîáõîäèìî òàêæå ââåñòè íåêîòîðóþ ìåðó ξ âçàèìíîé ðàçîðèåíòàöèè äàííîé
ñèñòåìû ñêîëüæåíèÿ, ãðàíèöû è ñèñòåìû ñêîëüæåíèÿ ñîñåäíåãî çåðíà, â êîòîðóþ
ïðîõîäÿò äèñëîêàöèè èç äàííîé ñèñòåìû. Ýòà ìåðà äîëæíà õàðàêòåðèçîâàòü îðèåí-
òàöèþ äèñëîêàöèîííûõ ñòðóêòóð, â ïåðâóþ î÷åðåäü, äèñëîêàöèé îðèåíòàöèîííîãî
íåñîîòâåòñòâèÿ, ïîÿâëÿþùèõñÿ â ãðàíèöå â ðåçóëüòàòå ïðîäîëæàþùåéñÿ ïëàñòè-
÷åñêîé äåîðìàöèè â çåðíå, è îïðåäåëÿòü èõ âëèÿíèå íà äàëüíåéøåå äâèæåíèå
äèñëîêàöèé â äâóõ ñîñåäíèõ çåðíàõ, îáðàçóþùèõ ãðàíèöó. Òàêèì îáðàçîì, îïðå-












ãäå Sk/S0  äîëÿ îáùåé ïëîùàäè çåðíà, ¾ïðèõîäÿùàÿñÿ¿ íà äàííóþ ñèñòåìó
ñêîëüæåíèÿ (Sk ) ïî îòíîøåíèþ ê ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè çåðíà S0 , P  êîëè÷å-
ñòâî ïëîñêèõ ó÷àñòêîâ, àïïðîêñèìèðóþùèõ ãðàíèöû çåðíà, ìåðà ðàçîðèåíòàöèè
ξik îïðåäåëÿåòñÿ ïî ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ äëÿ äàííîé ÑÑ äàííîãî çåðíà j ,




ξljk, l = 1, 2, . . . , 24
}
, ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìåðû ðàçîðèåíòàöèè ïðèâåäåíî
íèæå.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåðû âçàèìíîé ðàçîðèåíòàöèè çåðåí ðàññìîòðèì äâå ñèñòå-
ìû ñêîëüæåíèÿ ñîñåäíèõ çåðåí, îïðåäåëÿåìûõ ñâîèìè âåêòîðàìè Áþðãåðñà b
i, bj
è âåêòîðàìè íîðìàëåé ê ïëîñêîñòÿì ñêîëüæåíèÿ n
i, nj , óêàçàííûå ñèñòåìû ñêîëü-
æåíèÿ ðàçäåëåíû ïëîñêèì ó÷àñòêîì ãðàíèöû, êîòîðûé îïðåäåëåí ñâîåé íîðìà-
ëüþ n˜ . Óñëîâèåì ðàâåíñòâà íóëþ ìåðû ðàçîðèåíòàöèè áóäåì ñ÷èòàòü îäíîâðå-
ìåííîå îòñóòñòâèå ñêà÷êà âåêòîðà Áþðãåðñà è ñêà÷êà âåêòîðà íîðìàëè ê ñèñòåìå
ñêîëüæåíèÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó. Äàëåå, âàæíûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì
ÿâëÿåòñÿ îòëè÷èå îò íóëÿ ïðîåêöèè âåêòîðà Áþðãåðñà ÄÎÍ íà íîðìàëü ê ãðàíèöå.




n˜ · (blnl − bjnj) · n˜} . (8)
Ââåäåííàÿ ìåðà ðàçîðèåíòàöèè ó÷èòûâàåò ãåîìåòðè÷åñêèå îñîáåííîñòè âçàèìíîãî
ðàñïîëîæåíèÿ ñèñòåì ñêîëüæåíèÿ ñîñåäíèõ çåðåí, à òàêæå ÷àñòè ãðàíèöû, ïåðåñå-
êàåìîé ïëîñêîñòÿìè ýòèõ ÑÑ. Ñõîæèé ïîäõîä ìîæíî íàéòè â [15℄.
232 Ï.Â. ÒÓÑÎÂ È Ä.
4. Îïèñàíèå ïîâîðîòîâ ðåøåòêè
Ñîãëàñíî ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè ïîâîðîò ðåøåòêè (ýâîëþöèÿ îðòîãîíàëüíîãî
òåíçîðà, ñâÿçûâàþùåãî ÊÑÊ è ËÑÊ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ:
• ïîâîðîòà ðåøåòêè çåðíà â ïðåäïîëîæåíèè åãî èçîëèðîâàííîñòè, êîòîðûé ñâÿ-
çûâàåòñÿ ñ îðòîãîíàëüíûì òåíçîðîì R
e
, ñîïðîâîæäàþùèì óïðóãóþ äåîðìàöèþ
F = (
o
∇ r)T = Fe · Fp, Fe = Re ·Ue = Ve ·Re, (9)
F, Fe, Fp  ïîëíûé, óïðóãèé è ïëàñòè÷åñêèé ãðàäèåíòû äåîðìàöèè,
o
∇  îïåðà-
òîð àìèëüòîíà â îò÷åòíîé êîíèãóðàöèè, r  ðàäèóñ-âåêòîð ÷àñòèöû â òåêóùåé
êîíèãóðàöèè, U
e,Ve  ñèììåòðè÷íûå ïðàâûé è ëåâûé òåíçîðû èñêàæåíèÿ;
• ïîâîðîòà òîëüêî ðåøåòêè çåðíà ïðè ñîõðàíåíèè êîíèãóðàöèè çåðåí â èçè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, äâèæóùàÿ ñèëà ýòîãî ïîâîðîòà  íåñîâìåñòíîñòü äâèæåíèÿ
äèñëîêàöèé â ñîñåäíèõ çåðíàõ.
Ïðè îïèñàíèè âòîðîé ñîñòàâëÿþùåé ïîâîðîòà òðåáóåòñÿ óñëîæíèòü ýëåìåíòû
ñòàòèñòè÷åñêîé âûáîðêè  èìè òåïåðü ÿâëÿþòñÿ íå ïðîñòî çåðíà, à çåðíà ñ ïðèïè-
ñàííûì íàáîðîì íîðìàëåé ê àñåòêàì ãðàíèö, êðîìå òîãî, ïîÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîñòü
ýëåìåíòîâ âûáîðêè çà ñ÷åò íàçíà÷åíèÿ ñîñåäíèõ çåðåí.
Äëÿ êàæäîãî çåðíà ââîäèòñÿ åùå îäíà âíóòðåííÿÿ ïåðåìåííàÿ  äåéñòâóþùåå






ãäå µ˙m  ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé â ðåçóëüòàòå íåñîâìåñò-
íîñòè ñäâèãà â äàííîì çåðíå ñî ñäâèãàìè â ñîñåäíåì m-ì çåðíå, M  ÷èñëî ñîñåäíèõ
çåðåí. Ýâîëþöèÿ âåêòîðà-ìîìåíòà m (èíäåêñ îïóùåí), àññîöèèðîâàííîãî ñ òåíçî-
ðîì µ˙m , îïðåäåëÿåòñÿ èç àíàëèçà íåñîâìåñòíîñòè äâèæåíèÿ äèñëîêàöèé íà ãðàíèöå
çåðåí ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:
m˙ = µN× [LpT ] ·N, (11)
ãäå µ = λG  ïàðàìåòð ìîäåëè, õàðàêòåðèçóþùèé ðåàêöèþ ñèñòåìû íà íåñîâìåñò-
íîñòü ñäâèãîâ, G  ìîäóëü ñäâèãà, λ  ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëÿåìûé (áåçðàç-



















ãäå γ˙i, γ˙j(m)  ñêîðîñòè ñäâèãîâ, bi, bj(m)  åäèíè÷íûå âåêòîðû âäîëü âåêòîðîâ
Áþðãåðñà, n
i, nj(m)  íîðìàëè äëÿ ñèñòåì ñêîëüæåíèÿ â èññëåäóåìîì è ñîñåäíåì
çåðíàõ ñîîòâåòñòâåííî, K  ÷èñëî ñèñòåì ñêîëüæåíèÿ.
Â ñîîòíîøåíèè (12) ÿâíî ó÷èòûâàåòñÿ íåñîâìåñòíîñòü ñäâèãîâ è îðèåíòàöèÿ
ãðàíèöû. Âåêòîðíóþ ÷àñòü (11, (12), ïîðîæäàåìóþ îïåðàöèåé âåêòîðíîãî óìíî-
æåíèÿ N× , ìîæíî òðàêòîâàòü êàê âåêòîð ëèíèè äèñëîêàöèè îðèåíòàöèîííîãî
íåñîîòâåòñòâèÿ, çàëåãàþùåé â ãðàíèöå, òî åñòü ñêîðîñòü ìîìåíòà, äåéñòâóþùåãî
íà çåðíî, íàïðàâëåíà âäîëü ýòîé ëèíèè. Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ  ·N õàðàêòåðè-
çóþò îðèåíòàöèþ ñäâèãà ïî ÑÑ ïî îòíîøåíèþ ê ãðàíèöå. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà
íàïðàâëåíèå ñäâèãà ïî ÑÑ ïåðïåíäèêóëÿðíî íîðìàëè ê ãðàíèöå, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ áóäåò íóëåâîé, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ èçè÷åñêèì àíàëèçîì.
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èñ. 2. Ñõåìà ïðîöåññà ïðÿìîãî âûäàâëèâàíèÿ
Ñïèí w
(p)
, ñîîòâåòñòâóþùèé ðàññìàòðèâàåìîé ñîñòàâëÿþùåé ïîâîðîòà ðåøåò-






µ ïðè ‖µ‖ = µc è µ : µ˙ > 0,









w(p) : w(p) dτ  íàêîïëåííûé ¾ïëàñòè÷åñêèé¿ ðåøåòî÷íûé
ïîâîðîò, µC = µC(Ψ)  òåêóùåå êðèòè÷åñêîå ìîìåíòíîå íàïðÿæåíèå, îïðåäåëÿå-
ìîå ýêñïåðèìåíòàëüíî.
Ñîîòíîøåíèÿ (11), (12) ïåðåêëèêàþòñÿ ñ ïðèâåäåííûì â ðàáîòå [15℄, íî èìååòñÿ
ðÿä îòëè÷èé, íàïðèìåð, â (12) íåò ñèììåòðèçàöèè ñêîðîñòè äåîðìàöèè. Êðîìå
òîãî, â ñòðóêòóðå ñîîòíîøåíèé (11)(13) ïðèñóòñòâóåò ïîðîãîâîñòü, ÷òî ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ èçè÷åñêè îáîñíîâàííûì.
5. Ïðèìåíåíèå ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
àññìîòðèì ïðåäñòàâëåííûé âûøå ïîäõîä íà ïðèìåðå ïðîöåññà ïðÿìîãî îñåñèì-
ìåòðè÷íîãî âûäàâëèâàíèÿ ìåäè èç êîíòåéíåðà ÷åðåç êîíè÷åñêóþ ìàòðèöó (ðèñ. 2).
Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íàïðÿæåííî- äå-
îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìàêðîóðîâíÿ èìååì ñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó óïðóãîïëà-
ñòè÷íîñòè. Îñîáåííîñòè ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè, îáùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà
çàäà÷è è àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ â ðàáîòå [8℄. Îòìåòèì, ÷òî
ìåòîäèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàêðîóðîâíÿ â äàííîì ñëó÷àå ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâà ïîäõîäà. Ñóòü åãî ñîñòîèò â îòñëåæèâàíèè èñòîðèè äåîðìè-
ðîâàíèÿ êàæäîé ìàêðîòî÷êè ïðè åå äâèæåíèè ïî èêñèðîâàííûì â ïðîñòðàíñòâå
òðóáêàì òîêà. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå âûïîëíÿëàñü ñ ïðè-
ìåíåíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ìàêðîòî÷êè, ïåðåìåùàþùèåñÿ ïî òðóáêàì
òîêà, áðàëèñü â îðìå òðåóãîëüíûõ ïðèçì, ñîñòîÿùèõ èç òðåõ êîíå÷íûõ ñèìïëåêñ-
ýëåìåíòîâ â îðìå òåòðàýäðà. Âñå òðóáêè òîêà â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè îáëàñòè èìå-
þò îðìó òðåóãîëüíèêà. Â ñèëó îñåâîé ñèììåòðèè â êà÷åñòâå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
îáëàñòè áðàëàñü ÷åòâåðòü êðóãà.
Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî èçìåíåíèå êîìïîíåíò òåíçîðà ïëàñòè÷åñêèõ ìàêðîäåîð-
ìàöèé è èíòåíñèâíîñòè ìàêðîíàïðÿæåíèé ïî òðåì òðóáêàì òîêà, ðàñïîëîæåííûõ
âáëèçè îñè, â ñðåäíåé ÷àñòè ðàäèóñà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è íà ïîâåðõíîñòè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ÷åì áëèæå òðóáêà òîêà ðàñïîëîæåíà
ê ïîâåðõíîñòè, òåì ñëîæíåå íàãðóæåíèå, êîòîðîå èñïûòûâàåò ìàêðîòî÷êà, äâèãà-
þùàÿñÿ ïî íåé.
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èñ. 3. Ýâîëþöèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ïëàñòè÷åñêèõ ìàêðîäåîðìàöèé (àâ) è èíòåíñèâ-
íîñòè ìàêðîíàïðÿæåíèé (ãå) ïî òðåì òðóáêàì òîêà
Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ïðÿìûå ïîëþñíûå èãóðû äëÿ òðåõ êðèñòàëëîãðàè÷å-
ñêèõ íàïðàâëåíèé è òðåõ òðóáîê òîêà. Ïðÿìûå ïîëþñíûå èãóðû ïðèâåäåíû äëÿ
ñå÷åíèÿ â ñðåäíåé ÷àñòè êîíóñíîé ìàòðèöû è ïîñëå âûõîäà èç êàëèáðóþùåãî ïîÿñêà
èíñòðóìåíòà.
Èç ðèñóíêîâ ìîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ òðóáêè òîêà âáëèçè îñè ìàêðîòî÷êà èñïû-
òûâàåò îòíîñèòåëüíî ïðîñòîå íàãðóæåíèå, êîòîðîå ñîïðîâîæäàåòñÿ ðîñòîì âåëè-
÷èíû íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò òåíçîðà ïëàñòè÷åñêèõ ìàêðîäåîðìàöèé. Ïðè ýòîì
ñäâèãîâûå êîìïîíåíòû äàííîãî òåíçîðà ïðàêòè÷åñêè íå óâåëè÷èâàþòñÿ. Â ðåçóëü-
òàòå îðìèðóåòñÿ òåêñòóðà, áëèçêàÿ ê îñåâîé. Äëÿ òðóáêè òîêà â ñðåäíåé ÷àñòè
ñå÷åíèÿ îáëàñòè ìîæíî íàáëþäàòü ðîñò íå òîëüêî íîðìàëüíûõ, íî è ñäâèãîâûõ
êîìïîíåíò òåíçîðà εp . Ïðè ýòîì êîìïîíåíòà εp23 (ðàññìàòðèâàåìàÿ ëèíèÿ òîêà
ëåæèò âáëèçè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè X2X3 ) èñïûòûâàåò íå òîëüêî ðîñò, íî è
óìåíüøåíèå ñâîåé âåëè÷èíû ïðè âûõîäå èç ìàòðèöû. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ
îòõîä îò îñåâîé òåêñòóðû ìàòåðèàëà. Äëÿ òðóáêè òîêà íà ïîâåðõíîñòè îáëàñòè,
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èñ. 4. Ïðÿìûå ïîëþñíûå èãóðû äëÿ òðåõ êðèñòàëëîãðàè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé è òðåõ
ëèíèé òîêà
èñïûòûâàþùåé êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå ñ êîíòåéíåðîì è ìàòðèöåé, ïðîãðàììà
íàãðóæåíèÿ åùå áîëåå ñëîæíàÿ è ñîïðîâîæäàåòñÿ ó÷àñòêàìè ðàçãðóçêè è ïðîòè-
âîïîëîæíîãî íàãðóæåíèÿ. Ïðè ýòîì òåêñòóðà íå ÿâëÿåòñÿ îñåâîé è èñïûòûâàåò
çíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ ïî õîäó äâèæåíèÿ ìàêðîòî÷êè.
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Çàêëþ÷åíèå
Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ãëóáîêîãî ïëàñòè÷åñêîãî äåîðìèðîâàíèÿ ñòðóê-
òóðíî íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ ïðåäëàãàåòñÿ äâóõóðîâíåâûé ïîäõîä, îñíîâíûì
äîñòîèíñòâîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ó÷åòà îñíîâíûõ èçè÷åñêèõ ìåõà-
íèçìîâ äåîðìèðîâàíèÿ â äîñòàòî÷íî ïðîñòîé è ïðîçðà÷íîé îðìå.
Îñíîâíîå îòëè÷èå ìîäåëè ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ïîëèêðèñòàëëà, ïðåäëà-
ãàåìîé â ðàáîòå, îò ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé òåêñòóðîîáðàçîâàíèÿ  ó÷åò â ÿâíîé
îðìå ðàçîðèåíòàöèè ñîñåäíèõ çåðåí è ââåäåíèå íà îñíîâå ðàññìîòðåíèÿ âîçíè-
êàþùèõ (âñëåäñòâèå ðàçîðèåíòàöèè è íåñîîòâåòñòâèÿ äâèæåíèÿ äèñëîêàöèé ïî
ñèñòåìàì ñêîëüæåíèÿ â ñîñåäíèõ çåðíàõ) ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé, ïðèâîäÿùèõ ê
îðìèðîâàíèÿ òåêñòóðû.
åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò ïðèíöèïèàëüíóþ ïðèìåíèìîñòü ïðåä-
ëàãàåìîé ìîäåëè ìåçîóðîâíÿ äëÿ îïèñàíèÿ äåîðìèðîâàíèÿ ïîëèêðèñòàëëîâ â ðå-
àëüíûõ ïðîöåññàõ îáðàáîòêè ìåòàëëîâ (íà ïðèìåðå ýêñòðóçèè): êà÷åñòâåííî îïè-
ñûâàåòñÿ îáðàçîâàíèå òåêñòóðû è ýåêòû óïðî÷íåíèÿ.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêòû  10-08-00156-à,
10-08-96010-ð_Óðàë-à).
Summary
P.V. Trusov, V.N. Ashikhmin, P.S. Volegov, A.I. Shveikin. Mathematial Modelling of the
Evolution of Polyrystalline Materials Struture under Elastoplasti Deformation.
A two-level (maro- and mesolevel) mathematial model for desribing polyrystalline
material's severe plasti deformation aompanied by the evolution of its struture is suggested.
The model uses onstitutive equations with internal variables. For the mesolevel model of
polyrystalline aggregate, the authors take into aount the intragranular disloation slip with
dierent hardening mehanisms, as well as the rystal lattie rotations in grains due to the
inompatibility of disloation motion in neighbouring grains. The results of solving the problem
of opper ylindrial work extrusion are given and disussed.
Key words: anisotropy of properties, internal variables, onstitutive equations, physial
theories of plastiity, texture, hardening, two-level model.
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